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1. Τα µαθηµατικά ως πρωτοπόρος κλάδος στην επιστηµονική
έρευνα και η µακρόχρονη ιστορία εµπλοκής τους στην εξέλιξη
του ανθρώπινου πολιτισµού

Η προσπάθεια αυτή, να εκπονηθεί µια εργασία επικεντρωµένη στον πυρή-
να του πολιτισµού και, βέβαια, στη συνεχή αλληλεπίδραση ανάµεσα στη µαθη-
µατική σκέψη και σε όλες τις άλλες δραστηριότητες του ανθρώπου, γίνεται για
να δείξουµε το σηµαντικό και καθοριστικό ρόλο των µαθηµατικών σε κάθε το-
µέα της ζωής. Να επισηµάνουµε τη χρησιµότητά τους για την κατανόηση και την
επίλυση των προβληµάτων της σύγχρονης επιστήµης και τεχνολογίας.

Οι επιστήµες και ιδιαίτερα τα µαθηµατικά ποτέ δε διέθεταν την αστραφτερή δη-
µόσια εικόνα που έχουν οι τέχνες και έτσι δεν αιχµαλώτιζαν τις καρδιές και τη σκέ-
ψη των ανθρώπων µε τον ίδιο τρόπο. Κάποια αλληλεπίδραση έχει ήδη υπάρξει,
καθώς κάποια εντελώς ξεχωριστά θέµατα ή προβλήµατα, φορτωµένα µε κάποια µυ-
θολογία, είναι δυνατό να αγγίζουν τον κόσµο που βρίσκεται έξω από τη µαθηµα-
τική κοινότητα. Για παράδειγµα, όταν η θεωρία συνόλων άρχισε να διδάσκεται στη
∆ευτεροβάθµια Εκπαίδευση, έννοιες όπως η σχετικότητα, η τεχνητή νοηµοσύνη, η
κβαντική µηχανική, το θεώρηµα της µη πληρότητας, το «τελευταίο πρόβληµα του
Fermat», από τον A. Wiles, που έγινε πρωτοσέλιδο στις εφηµερίδες Le Monde και
New York Times, µας απασχόλησαν για κάποιο χρονικό διάστηµα ή έχουν γίνει
αναπόσπαστο µέρος του σύγχρονου τρόπου ζωής. Η χρήση δε των υπολογιστών έχει
κάνει την οµορφιά των µαθηµατικών προσιτή σε όλους. Ακόµη και σήµερα η πλει-
ονότητα εξακολουθεί να συνδέει τα µαθηµατικά µε το σχολείο και τίποτε άλλο. Βέ-
βαια, τα µαθηµατικά δεν είναι και ούτε πρέπει να µείνουν στη συλλογική συνείδη-
ση µόνο ως ένα σύνολο αριθµητικών τεχνασµάτων που τα µαθαίνουµε στο σχολείο



και µόλις ενηλικιωθούµε τα ξεχνάµε! Έχουν µακρόχρονη ιστορία εµπλοκής στην
εξέλιξη του ανθρώπινου πολιτισµού, ιστορία που διαρκεί τουλάχιστον πέντε χι-
λιάδες χρόνια. Τα µαθηµατικά ήταν και παραµένουν µια συλλογική δραστηριότη-
τα ενός σχετικά µικρού αριθµού εξαιρετικά προικισµένων ατόµων, καθένας από
τους οποίους έβαλε τον ακρογωνιαίο λίθο του, και αγνοώντας τους περιορισµούς
του χώρου και του χρόνου επικοινωνούν µεταξύ τους δηµιουργώντας ένα από τα
θαύµατα του κόσµου· µια επιστήµη που πλέον θεωρείται πρωτοπόρος στην επι-
στηµονική έρευνα, κεντρικός µοχλός στην ανάπτυξη και παράγοντας πολιτισµού.

Το ότι το ευρύ κοινό εξακολουθεί να έχει µια συµβατική και συντηρητική
άποψη για το τι είναι µαθηµατικά πιθανόν να πηγάζει από τον τρόπο µε τον
οποίο οι άνθρωποι βίωσαν τα µαθηµατικά ως µαθητές στη βασική τους εκπαί-
δευση. Το σύστηµα ανατροφοδοτεί µια τέτοια κατάσταση, καθώς οι εκπαιδευ-
τικοί διδάσκουν τα µαθηµατικά µε τον ίδιο περίπου τρόπο που και αυτοί τα δι-
δάχτηκαν, σαν ένα σύνολο κανόνων και αξιωµάτων που έχουν µια θεωρητική αλ-
ληλουχία (την οποία όλοι αποδέχονται λεκτικά, αλλά στην πραγµατικότητα κα-
νείς δεν τη βλέπει, ούτε ίσως και οι συγγραφείς των εγχειριδίων). Αυτό το γε-
γονός, όµως, έχει συντελέσει στη δηµιουργία ενός συγκεκριµένου πολιτισµικού
καθεστώτος και µιας παράδοσης στη µαθηµατική εκπαίδευση.

Τα τελευταία τριάντα χρόνια η ∆ιδακτική των Μαθηµατικών ασχολείται µε
τρόπους προσέγγισης της διδακτικής δραστηριότητας που στηρίζονται κυρίως στα
ερευνητικά αποτελέσµατα της γνωστικής ψυχολογίας για την µάθηση και την
δόµηση της γνώσης. Παράλληλα, συνδέει τα µαθηµατικά µε πραγµατικές κατα-
στάσεις και δίνει έµφαση στις ιδέες και στις σκέψεις των παιδιών καθώς και
στους τρόπους µέσα από τους οποίους αυτές οι ιδέες δοµούνται. Εξετάζονται οι
δυνατότητες για αλλαγή του παραδοσιακού καθεστώτος προς κριτικές και, βέ-
βαια, ριζοσπαστικές ιδέες για τη φύση των µαθηµατικών και τη σχέση του µα-
θητή –και του ανθρώπου– µε αυτά.

Αντικείµενο των µαθηµατικών δεν είναι τα δυσνόητα σύµβολα. Είναι οι ιδέ-
ες: ιδέες για το χώρο, το χρόνο τους αριθµούς, τις σχέσεις, και όλες οι ιδέες γεν-
νιούνται από εικόνες του νου! Με τη συνεχώς αυξανόµενη ισχύ των υπολογιστών
τα µαθηµατικά αναβαθµίστηκαν σε εικονιστική επιστήµη. Προφανώς, τώρα γεν-
νιέται µια καινούρια αισθητική που συνδυάζει τη µαθηµατική ακρίβεια µε την
αισθητική ευαισθησία.

Η πρωτοτυπία των µαθηµατικών απορρέει από την αδιαφορία τους σχετικά
µε την ύπαρξη ή την ανυπαρξία του αντικείµενου τους: η ανάλυση των αρχαίων
γεωµετρών, απογυµνωµένη από τη θεώρηση σχηµάτων, που κουράζει τη φα-
ντασία, και η άλγεβρα των σύγχρονων, απαλλαγµένη από την ιδιαιτερότητα των
αριθµών, συναντώνται όχι τόσο γιατί τα αριθµητικά και τα γεωµετρικά στοιχεία
είναι πράγµατι όµοια, αλλά µάλλον γιατί οι γνωστικοί κλάδοι που καταγίνονται
µε αυτά ανάγονται σε µια ίδια µέθοδο: «για να οδηγήσει ορθά το νου και να ανα-
ζητήσει την αλήθεια µέσα στις επιστήµες»1. Η γονιµότητα των µαθηµατικών πη-
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γάζει από την πιθανή τους χρήση ως καθολικής µεθόδου για την γνώση των
υπαρχόντων πραγµάτων, γιατί η πρακτική της αναλυτικής γεωµετρίας είναι και
συνάµα θεωρία µιας νέας λογικής, που παίρνει τη θέση της διαλεκτικής που δι-
δάσκεται στη Σχολή.2 Η εµπειρία είναι για τον Γαλιλαίο ένα δευτερεύον στοι-
χείο και έχει σηµασία µονάχα δεµένη µε την κίνηση της έλλογης επιχειρηµατο-
λογίας, που κανόνας της είναι τα µαθηµατικά. Ο Γαλιλαίος συνόψισε αυτή την
άποψή του σε ένα περίφηµο κείµενο, το Saggiatore:

«Η φιλοσοφία είναι γραµµένη µέσα σε αυτό το µεγάλο βιβλίο που είναι
διαρκώς ανοιχτό µπροστά στα µάτια µας (εννοώ το σύµπαν) και δεν
µπορούµε να το κατανοήσουµε αν πρωτύτερα δε µάθουµε να διαβά-
ζουµε τη γλώσσα και τα γράµµατα µε τα οποία έχει γραφτεί. Αλλά εί-
ναι γραµµένο σε µαθηµατική γλώσσα και τα γράµµατα είναι το τρίγω-
νο, ο κύκλος και άλλα γεωµετρικά σχήµατα χωρίς τα οποία είναι αν-
θρωπίνως αδύνατο να καταλάβουµε έστω και µια λέξη…»

(Έργα, πρώτος τόµος, σελ. 232).
Ένα µεγάλο µέρος των πρώιµων µαθηµατικών (στην Αίγυπτο, τη Μεσοπο-

ταµία, την Κίνα, την Ινδία, το Περού) αναπτύχθηκε για το εµπόριο και τη γε-
ωργία, αλλά υπήρχε και κάποια σχέση µε θρησκευτικές πρακτικές και µε την κί-
νηση των ουρανών, µια που η κατασκευή ηµερολογίων ήταν στην ουσία δουλειά
αστρονόµων-ιερέων και η χαρτογράφηση του ουρανού χρειαζόταν ειδικά µα-
θηµατικά για να αναπτυχθεί. Στην πραγµατικότητα, µέσω της αστρονοµίας και
της αστρολογίας ή κοσµολογίας, ο ουρανός άσκησε τη µεγαλύτερη επίδραση
στην εξέλιξη των µαθηµατικών! Τα φωτισµένα µυαλά όλων των τότε πολιτισµών
–η ανθρώπινη επινοητικότητα– µας άφησαν κληρονοµιά αξιόλογα συγγράµµα-
τα και επινόησαν χρήσιµες µηχανικές εφαρµογές και εφευρέσεις. Τα νήµα στον
καµβά της ανθρώπινης ιστορίας, που είναι αξεδιάλυτα πλεγµένο και µε το νή-
µα της αρχαίας ελληνικής διανόησης, µε τα γνωστά σε όλο τον κόσµο επιτεύγ-
µατα, θα ξετυλιχθεί στις επόµενες σελίδες.

Όταν το 529 µ.Χ. ο χριστιανός Ρωµαίος αυτοκράτορας Ιουστινιανός έκλει-
σε τις ειδωλολατρικές φιλοσοφικές σχολές και ανάµεσά τους και την Ακαδηµία
των Αθηνών, χίλια χρόνια ελληνικών µαθηµατικών πήραν τέλος και πολλοί λό-
γιοι τράβηξαν ανατολικά για την πνευµατικά ακµαιότερη Περσική Αυτοκρατο-
ρία. ∆ιακόσια χρόνια πριν, ο Μέγας Κωνσταντίνος είχε καταστήσει το Χρι-
στιανισµό επίσηµη θρησκεία του ρωµαϊκού κόσµου και είχε µεταφέρει το κέντρο
της εξουσίας από τη Ρώµη στην Κωνσταντινούπολη. Οι πνευµατικές και κοσµι-
κές δυνάµεις για λίγο συνενώθηκαν στον πρώτο αυτοκράτορα της Αγίας Ρω-
µαϊκής Αυτοκρατορίας, τον Καρλοµάγνο (742-814). Τότε η Κωνσταντινούπολη
ήταν τµήµα της ανερχόµενης Βυζαντινής Αυτοκρατορίας και η Βαγδάτη η επι-
στηµονική πρωτεύουσα του κόσµου. Ο ρόλος των Αράβων στη διατήρηση και εξά-
πλωση των µαθηµατικών εκείνα τα χρόνια ήταν καθοριστικός. Η µαθηµατική

2 Επιστολή του Descartes στον Regins (24 – Μαΐου 1640)



γνώση των λαών –διάφορων χωρών, όπως η Ινδία, η Κίνα– καθώς και του αρ-
χαίου ελληνικού και ελληνιστικού κόσµου αναζητήθηκε από Άραβες σοφούς,
µεταφράστηκε, αξιολογήθηκε και αποτέλεσε αντικείµενο σύνθεσης και ανά-
πτυξης σε διάφορα κέντρα µάθησης, όταν οι Χαλίφηδες των Αβασσιδών (750
µ.Χ.) θέλησαν να χτίσουν την καινούρια Αλεξάνδρεια στη Βαγδάτη και φρόντι-
σαν να γίνει η τεράστια µεταφραστική προσπάθεια για την απόδοση στα αρα-
βικά όλης της πολύτιµης γνώσης που υπήρχε εκείνη την εποχή. Η γνώση αυτή,
λοιπόν, µέσω της Περσίας µεταφέρεται στη Βαγδάτη, στο Κάιρο και τελικά στο
Τολέδο και την Κόρδοβα, πρωτεύουσα του ιβηρικού αραβικού κράτους της Ισπα-
νίας. Σοφοί από όλη την Ευρώπη έρχονταν στην Κόρδοβα και το Τολέδο για
την αναζήτηση της αρχαίας και σύγχρονης γνώσης. Έγιναν αµφίδροµες µετα-
φράσεις µεταξύ αραβικών, λατινικών, ελληνικών, εβραϊκών και καστιλιάνικων.
Για την Ευρώπη αυτή υπήρξε µια περίοδος ανάκτησης των χαµένων ελληνικών
µαθηµατικών και των πρωτότυπων αραβικών και ινδικών ανακαλύψεων. Αυτές
οι µεταφράσεις δεν άργησαν να ξυπνήσουν τη διάθεση για απόκτηση νέων γνώ-
σεων. Πλέον τα σηµαντικότερα κέντρα σπουδών έγιναν το Παρίσι και η Οξ-
φόρδη. Η επιστηµονική µέθοδος, που βρισκόταν ακόµα στα σπάργανα, θα έδι-
νε στα µαθηµατικά ρόλο πρωταγωνιστή.

Οι αραβικοί αριθµοί, αν και πέρασαν στην Ευρώπη το 10ο αιώνα, δεν είχαν
διαδοθεί ως το 13ο αι. Κατά το 14ο αι. εµφανίστηκαν ειδικά σχολεία αριθµητι-
κής για όσους ήθελαν να διδαχτούν την αριθµητική του εµπορίου. Η ύπαρξη τέ-
τοιων σχολείων µαρτυρά το πόσο σηµαντικά άρχισαν να θεωρούνται τα µαθη-
µατικά και η υπολογιστική ικανότητα για την άσκηση του εµπορίου. Με την εντα-
τικοποίηση των εµπορικών δραστηριοτήτων, την ανάπτυξη της ναυτιλίας και την
εφεύρεση της τυπογραφίας –που βοήθησε και στην καθιέρωση κοινά αποδε-
κτών συµβόλων– µπορούσε αυτή η γνώση να µεταδοθεί πλέον στον κοινό άν-
θρωπο. ∆εν περιορίζονται τα µαθηµατικά πια σε λίγους ευγενείς ή ακαδηµαϊ-
κούς ακόµη καλυπτόµενα κάτω από µυστικοπαθή µανδύα.

Η Ευρώπη του 16ου αιώνα υποσχόταν άπειρες δυνατότητες. Έστρεψε το
βλέµµα και στον υπόλοιπο κόσµο, οπότε άρχισαν να γίνονται όλο και περισ-
σότερα ταξίδια εξερεύνησης, κατάκτησης και εµπορίου. Η ναυσιπλοΐα χρεια-
ζόταν ακριβείς χάρτες των θαλασσών και του ουρανού, και το εµπόριο µια απο-
τελεσµατική µορφή λογιστικής. Η άλγεβρα, η τριγωνοµετρία, οι γεωµετρικές
προβολές, οι λογάριθµοι και ο απειροστικός λογισµός θα αρχίσουν να εµφα-
νίζονται σιγά σιγά και µαζί µε αυτά και οι µεγάλες ανακαλύψεις. Τα γραπτά
του Βάκωνα –που είχε, όπως ο Πλάτωνας, τεράστια επίδραση στη φιλοσοφία
της επιστηµονικής δραστηριότητας– για την προαγωγή της µάθησης και την
αρωγή της επιστήµης στην αύξηση της ευηµερίας και του κοινού πλούτου –όπου
τα µαθηµατικά ήταν η γλώσσα της και ένα εργαλείο στη διάθεσή της– επηρέα-
σαν µελλοντικούς επιστήµονες, όπως ο Νεύτωνας και ο Χάλλεϋ, έθεσαν τις βά-
σεις της αγγλικής συνεισφοράς στην επιστηµονική επανάσταση και ενέπνευσαν
την ίδρυση της Βασιλικής Εταιρείας. Η προώθηση των µαθηµατικών δεν ήταν
πια απασχόληση κάποιων πανεπιστηµιακών δασκάλων, αλλά συστράτευση για
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έναν εθνικό σκοπό. Ο Κοπέρνικος (1473-1543) αποκαλύπτει το ηλιοκεντρικό
σύστηµα, που πήρε το όνοµά του, ο Γαλιλαίος (1564-1642) για την µελέτη φυ-
σικών φαινοµένων ανέπτυξε µαθηµατικές θεωρίες, ο Ντεκάρτ (Καρτέσιος 1596-
1650) διατυπώνει κανόνες ορθολογισµού για την έρευνα και δηµιουργεί την
αναλυτική γεωµετρία, που µελέτησε και συµπλήρωσε ο Φερµά (1601-1665), η
ανακάλυψη της Αµερικής από τον Κολόµβο, ο δρόµος για την Ανατολή γύρω
από την Αφρική, ο γύρος του κόσµου από τον Μαγγελάνο και µια σειρά ακό-
µη από ανακαλύψεις και εφευρέσεις, όπως η εφεύρεση της ατµοµηχανής από
τον Βαττ, η ηλεκτροτεχνία από τους Βόλτα, Φαρανταίη, Άµπερ και Μάξγουελ
στην ηλεκτροµαγνητική θεωρία, των Χέρτζ και Μαρκόνι: τηλέφωνο, ασύρµα-
το, ραντάρ, ραδιόφωνο, τηλεόραση, προωθούν τα µαθηµατικά µε νέους κλάδους
(Ανάλυση, ∆ιαφορικές Εξισώσεις) και οδηγούν στην ανάπτυξη της ∆υτικής Ευ-
ρώπης. ∆ηµιουργούνται ισχυρά κράτη που αναπτύσσουν ανταγωνισµό µεταξύ
τους, όπως η διαµάχη για τη θαλασσοκρατία ανάµεσα στην Ισπανία και τη Με-
γάλη Βρετανία, οι πόλεµοι µεταξύ Γαλλίας και Γερµανίας κ.ά. Όλα αυτά είχαν
στόχο τα οικονοµικά συµφέροντα, το εµπόριο που θα αναπτύξει κάθε χώρα στο
εσωτερικό της και στις άλλες χώρες, αλλά κυρίως στις αποικίες, που κάθε κρά-
τος προσπαθούσε να καταπατήσει στις άλλες ηπείρους (Ασία, Αφρική, Αµερι-
κή και Αυστραλία). Για να επιτευχθούν αυτοί οι σκοποί, ιδρύονται τράπεζες,
µεγάλες εταιρείες εφοπλιστικές, ασφαλιστικές κ.ά., σχολεία γενικής µόρφω-
σης και πανεπιστήµια. ∆ηµιουργούνται νέοι κλάδοι: λογιστικής και οικονοµι-
κών µαθηµατικών, στατιστικής και θεωρίας πιθανοτήτων. Ο µαθηµατικός Πα-
σκάλ βελτιώνει τα παλιά αβάκια και τα εξελίσσει σε αριθµητικές µηχανές, και
ασχολείται µε λοταρίες και λαχεία,. Ο Φερµά προωθεί τα µαθηµατικά, ο Νεύ-
τωνας αναλαµβάνει τη διεύθυνση του λονδρέζικου νοµισµατοκοπείου. Οι Γερ-
µανοί Λάιµπνιτζ και Γκάους συναγωνίζονται τους Αγγλο-Γάλλους µε µεγάλες
επιτυχίες στα ανώτερα µαθηµατικά, ο Όυλερ καλείται στη Σουηδία και κατό-
πιν στη Ρωσία για να διδάξει τη µαθηµατική επιστήµη. Αργότερα εµφανίζονται
ο Πλανκ µε τα κβάντα, οι Κιουρί µε τη διάσπαση του ατόµου, ο Αϊνστάιν µε τον
τετραδιάστατο χωροχρόνο, ο Ρώσος Τσιολκόφσκι µε τους διαστηµικούς πυ-
ραύλους, ο Γιάνος Φον Νούµαν µε τη θεωρία των παιγνίων και πολλοί χηµικοί
και γιατροί µε τη βιοχηµεία και τη µοριακή βιολογία. Όλα αυτά µε µαθηµατι-
κές µεθόδους δηµιουργούν την ατοµική ενέργεια, την ηλεκτρονική, τη διαστη-
µική, την πληροφορική, τη µηχανική – ιατρική και τους λοιπούς επιστηµονικούς
κλάδους των θετικών επιστηµών, της τεχνολογίας και γενικότερα του πολιτισµού,
που επιβάλλουν την προώθηση της µαθηµατικής επιστήµης.

Επιστήµες οι οποίες σήµερα δεν µπορούν να ερµηνευτούν και να εξελιχθούν
χωρίς τα µαθηµατικά είναι κυρίως η φυσική, η χηµεία, η κβαντοµηχανική και η
βιοϊατρική επιδηµιολογία, η αεροναυπηγική και η διαστηµική ναυπηγική, η σει-
σµολογία και η µετεωρολογία. Είναι, βέβαια, αµφίδροµη η σχέση των µαθηµα-
τικών µε τις επιστήµες της φύσης, αφού η δηµιουργία και η ανάπτυξη σηµαντι-
κών µαθηµατικών θεωριών αυτές τις επιστήµες έχουν για αφετηρία τους. Με
αφετηρία ιδιοφυείς µαθηµατικές ιδέες, θεµελιώθηκαν και αναπτύχθηκαν κλά-



δοι που εµπλέκονται στις καθηµερινές µας δραστηριότητες και τείνουν να κα-
θορίσουν τη µελλοντική µας συµπεριφορά, όπως η πληροφορική και ο αυτοµα-
τισµός, η τεχνητή νοηµοσύνη, η κρυπτογραφία και η θεωρία κωδικών, οι τηλε-
πικοινωνίες και η συγκοινωνιολογία. Ήδη χιλιάδες εφαρµογές της τεχνητής
νοηµοσύνης κατακλύζουν αθόρυβα τη ζωή µας κάνοντάς την εύκολη και ασφα-
λή. Από τη ρύθµιση των φαναριών στο δρόµο και τη διαχείριση της εναέριας κυ-
κλοφορίας µέχρι την αποκωδικοποίηση των D.N.A. και την ιατρική η τεχνητή νοη-
µοσύνη παίζει κυρίαρχο ρόλο. Ένας υπολογιστής πλέον κατευθύνει µε εξαιρε-
τική ακρίβεια και ασφάλεια εκατοντάδες άλλους ταυτόχρονα και µας εξυπηρε-
τεί επαρκώς. Κανένας άνθρωπος δεν µπορεί να το κάνει αυτό. Όπου η τεχνητή
νοηµοσύνη είναι η βάση για εξειδικευµένες ανάγκες, τα αποτελέσµατα που προ-
κύπτουν είναι θαυµαστά. Οι µηχανές, βέβαια, δε διαθέτουν τις ικανότητες της
ανθρώπινης φύσης και ευφυΐας. Το χάσµα ανάµεσα στον ανθρώπινο εγκέφαλο
και στον ηλεκτρονικό υπολογιστή ήταν, είναι και για αρκετά χρόνια ακόµη θα
είναι τεράστιο.

Τα µοντέρνα οικονοµικά από το 1950-60 και µετά είναι βασισµένα κυρίως στα
µαθηµατικά και η µορφή επιστηµονικής αντιπαράθεσης στον κλάδο αυτό δεν
έχει τίποτα κοινό µε τις µελέτες των παλιών οικονοµολόγων. Τα υπολογιστικά
οικονοµικά βασίζονται σε µαθηµατικές µεθόδους συµπεριλαµβανοµένης και της
οικονοµετρίας, και γενικά οι νόµοι που διέπουν την οικονοµία, διατυπωµένοι σε
µαθηµατική γλώσσα και ερµηνευµένοι µε βάση σύγχρονες µαθηµατικές θεω-
ρίες, γίνονται εργαλεία πρόβλεψης, σχεδιασµού και ερµηνείας της κίνησης της
κοινωνίας, µια που υπήρχε µια ολοένα και αυξανόµενη τάση να µεταφέρονται
και σε άλλα πεδία ιδέες και µέθοδοι από τα οικονοµικά. Επειδή η οικονοµική
ανάλυση επικεντρώνεται στη λήψη αποφάσεων, µπορεί να εφαρµοστεί σε κάθε
τοµέα όπου οι άνθρωποι έχουν εναλλακτικές λύσεις. Ένα πεδίο µελέτης στα οι-
κονοµικά ονοµάζεται µικροοικονοµική θεωρία και ένας σηµαντικός κλάδος που
ανήκει σ’ αυτή είναι και η θεωρία παιγνίων. Είναι ο κλάδος που εξετάζει περι-
πτώσεις στρατηγικής αλληλεπίδρασης µεταξύ παικτών που προσπαθούν να µε-
γιστοποιήσουν τη χρησιµότητά τους. Τα τελευταία είκοσι χρόνια έχει διαδοθεί
ευρέως και χρησιµοποιείται όχι µόνο στα οικονοµικά αλλά και σε κλάδους όπως
η εξελικτική βιολογία, η ψυχολογία κ.ά. Κλάδοι όπως η µικρο- και η µακρο-οι-
κονοµία, τα χρηµατοοικονοµικά, η δηµογραφία, ο αναλογισµός, τα ασφαλιστι-
κά µαθηµατικά, η επιχειρησιακή έρευνα κ.λπ. θεµελιώνονται στα µαθηµατικά και
η έρευνά τους στηρίζεται σε αυτά.

Ένας ακόµη καλός τρόπος για να κινηθεί το ενδιαφέρον των µαθητών για
τα µαθηµατικά είναι και η γνωστοποίηση σε όλη τη µαθητική κοινότητα των δρα-
στηριοτήτων της Ελληνικής Μαθηµατικής Εταιρείας, που εδώ και ενενήντα χρό-
νια συµβάλλει στην ενθάρρυνση και ανάπτυξη της σπουδής και έρευνας της µα-
θηµατικής επιστήµης και των εφαρµογών της, σαφώς στην πρόοδο και τη διά-
δοση αυτής της επιστήµης, στην προαγωγή και ενίσχυση της διάχυσης των νέων
εξελίξεων στα µαθηµατικά, ενθαρρύνοντας κάθε είδους επιστηµονικές δρα-
στηριότητες, εκδίδοντας ερευνητικά περιοδικά, επιστηµονικά βιβλία, πρακτικά

«Μαθηµατικά, µια απ’ τις µείζονες δυνάµεις που γέννησαν το σύγχρονο κόσµο…» 143



144 Γεώργιος ∆. Καρατάσιος – Ελένη ∆αλακύρου

συνεδρίων και, βέβαια, τα γνωστά σε όλους µας, καταπληκτικά περιοδικά Πρω-
τοβάθµιας και ∆ευτεροβάθµιας Εκπαίδευσης, πληροφορικής και διδακτικής.
Συνεργάζεται µε διεθνείς µαθηµατικές εταιρείες και πολλούς άλλους συναφείς
επιστηµονικούς φορείς, και διοργανώνει επιµορφωτικά σεµινάρια, συνέδρια
και τους ετήσιους Πανελλήνιους Μαθηµατικούς ∆ιαγωνισµούς.

Προς τα τέλη του 19ου αιώνα ο ελληνισµός έδωσε το παρών του στη διεθνή
µαθηµατική έρευνα µε την παρουσία Ελλήνων του ελλαδικού χώρου, αλλά και
Ελλήνων του εξωτερικού. Ο Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή (1873-1950), ανα-
γνωρισµένος και καταξιωµένος µαθηµατικός, προσέφερε σηµαντικό έργο σε
πολλούς κλάδους των µαθηµατικών (καθαρών και εφαρµοσµένων). Και από τις
έξι µεγάλες µορφές αυτής της επιστήµης, τους Κυπάρισσο Στέφανο (1857-1921),
Νικολαΐδη Νικόλαο (1826-1889), Ιωάννη Χατζηδάκη (1884-1921), Παναγιώτη
Ζερβό (1878-1952), Γιώργο Ρεµούνδο (1878-1926) και Νικόλα Χατζηδάκη (1872-
1942), οι τρεις τελευταίοι είναι ιδρυτικά στελέχη της Ελληνικής Μαθηµατικής
Εταιρείας (1918) και αποτελούν και το πρώτο προεδρείο του διοικητικού συµ-
βουλίου της.

Τα παραδείγµατα που δείχνουν τον κύριο ρόλο των µαθηµατικών στις σύγ-
χρονες εξελίξεις είναι ανεξάντλητα. Η φαντασία δε κάποιων µαθηµατικών που
έχουν εξειδικευτεί στους εκατό βασικούς κλάδους στους οποίους χωρίζεται η συ-
γκεκριµένη επιστήµη βρίσκεται αρκετά χρόνια µπροστά. Συνθέτει και αναλύει
προβλήµατα και καταστάσεις που ύστερα από κάποιο µεγάλο χρονικό διάστη-
µα µπορεί να αποκτήσουν τη µορφή πραγµάτων που χρησιµοποιούµε καθηµε-
ρινά για να κάνουµε ευκολότερη τη ζωή µας. Κάτι σαν την Άλγεβρα του Τζορ-
τζ Μπουλ, πολύτιµο εργαλείο για τη λύση προβληµάτων στην ηλεκτρονική και
στις τηλεπικοινωνίες ειδικότερα, την οποία επεξεργάστηκε στα τέλη του 19ου αι-
ώνα και βρήκε εφαρµογή λίγο πριν το 1950, όταν φτιάχτηκε ο πρώτος ηλεκτρο-
νικός υπολογιστής.

Οφείλουµε να βοηθήσουµε τους µαθητές µας µέσα από παραδείγµατα κά-
ποιων εφαρµογών που είναι δυνατόν να «ειπωθούν» µε απλά λόγια και να γί-
νουν κατανοητές, προκείµενου να κινήσουµε το ενδιαφέρον τους για το σηµα-
ντικό και καθοριστικό ρόλο των µαθηµατικών σε κάθε τοµέα της ζωής. Να επι-
σηµάνουµε τη χρησιµότητά τους για την κατανόηση και επίλυση των προβληµά-
των της σύγχρονης επιστήµης και τεχνολογίας, αλλά και για να αντιληφθούν κα-
λύτερα τον κόσµο στον οποίο ζουν… Είναι εφαρµογές που δείχνουν πως η µα-
θηµατική ανάλυση επιτρέπει τη µεγαλύτερη δυνατή ευκαµψία όταν αλληλεπιδρά
µε άλλες επιστήµες, στις οποίες θεωρείται απίθανη η παρουσία της, όπως συµ-
βαίνει, για παράδειγµα, στα Fractals και στη θεωρία του χάους, στο D.N.A., στη
ζωγραφική, στη θεωρία παιγνίων κ.α. Θα σταθούµε ενδεικτικά σε κάποια από
αυτά τα παραδείγµατα, που µπορούµε να παρουσιάσουµε και στην τάξη ανα-
λύοντας τήν αρκετά προσιτή, πλέον, Fractals θεωρία –µαζί µε αυτή του Χάους–
. που ξεπήδησε καθώς οι επιστήµονες αναζητούσαν λύσεις πάνω στις αντιφάσεις
του νευτώνειου µοντέλου.



2. Fractals

Στις αρχές του 19ου αιώνα τα µαθηµατικά είχαν ήδη γίνει το κατεξοχήν ανα-
λυτικό και λογικό αντικείµενο σπουδών. Στη δυναµική, όµως, το πρόβληµα των
τριών σωµάτων – λυδία λίθος της σταθερότητας του ηλιακού συστήµατος– εξα-
κολουθούσε να µην έχει σταθερές λύσεις και ο Ανρύ Πουανκαρέ, αναλύοντας
µια µερική λύση, είχε διαβλέψει µια εξαιρετικά περίπλοκη δοµή. Σκοπός του
δεν ήταν η ανατροπή του µηχανιστικού συστήµατος, αλλά η τελειοποίησή του, µια
και από την αρχή το νευτώνειο µοντέλο περιείχε την προβληµατική ατέλεια να
µπορεί να περιγράψει µε απόλυτη ακρίβεια την κίνηση δυο αλληλεπιδρώντων
ουράνιων σωµάτων αλλά, όχι τριών ή περισσοτέρων. Οι “κατά προσέγγιση” υπο-
λογισµοί του παρέβλεπαν µικρές αποκλίσεις στην κίνηση των ουράνιων σωµά-
των, που όµως, όταν αυτές συσσωρεύονταν, προκαλούσαν θεαµατικές εκτροπές
από τις προβλέψεις και τους υπολογισµούς. Ο Πουανκαρέ έπεσε πάνω στο χά-
ος και ταυτόχρονα σε µια σηµαντική φαινοµενική παραδοξότητά του: Το χάος
υπήρχε µέσα στο ηλιακό σύστηµα, γιατί ολόκληρο το σύστηµα είναι ολιστικό. Αν
και το χάος µοιάζει να είναι το αντίθετο της ολότητας, διαπίστωσε ότι η ολότη-
τα βρισκόταν ακριβώς στον πυρήνα του. Οι επιστήµονες που διαφώνησαν τότε
επέστρεψαν ξανά σε αυτόν τη δεκαετία του ’70 προκείµενου να εξηγήσουν κε-
νές περιοχές στη ζώνη των αστεροειδών. Αυτά τα κενά ήταν τα σηµεία όπου η
θεωρία του Πουανκαρέ είχε προβλέψει ότι θα υπήρχαν χαοτικές τροχιές. Βλέ-
ποντας το όλο ζήτηµα όχι τόσο από αναλυτική όσο από γεωµετρική σκοπιά, οι
µαθηµατικοί διαπίστωσαν ότι αυτό που έµοιαζε µε απερίγραπτο κυκεώνα είχε
παρά πολλές οµοιότητες µε τον προφανή κυκεώνα του πραγµατικού κόσµου. Τι
ήταν όµως αυτό που τότε δεν συγκίνησε τους ερευνητές των φυσικών επιστη-
µών, ενώ αντίθετα οι µαθηµατικοί που δηµιούργησαν τα “τέρατα” αυτά τα θε-
ώρησαν σπουδαία, διότι αποτελούσαν απόδειξη ότι ο κόσµος των καθαρών µα-
θηµατικών περιλάµβανε ένα πλούτο δυνατοτήτων που ξεπερνούσαν κατά πολύ
τις µέχρι τότε απλούστερες δοµές που είχαν παρατηρηθεί στη φύση;

Η Ευκλείδεια Γεωµετρία µάς λέει ότι µια ευθεία γραµµή πάνω σε ένα κοµ-
µάτι χαρτί είναι ένα σχήµα µιας διάστασης (του µήκους). Αν επεκτείνουµε αυ-
τή την ευθεία και τη στρέψουµε µπρος-πίσω, γύρω γύρω, χωρίς όµως να δια-
σταυρώνονται οι γραµµές, µέχρι που να γεµίσει όλο το χαρτί, η Ευκλείδεια Γε-
ωµετρία µάς λέει πως αυτό συνεχίζει να είναι γραµµή, δηλαδή µια µονοδιάστα-
τη εικόνα. Η διαίσθησή µας όµως µας λέει πως, αν η γραµµή γεµίσει πλήρως
όλο το επίπεδο του χαρτιού, θα πρέπει να είναι δισδιάστατη.

Γνωρίζουµε από τα µαθητικά µας χρόνια πως η διάσταση ενός σηµείου είναι
µηδέν, η διάσταση µιας ευθείας ένα, του επιπέδου δύο και, βέβαια, πως η τρισ-
διάστατη του χώρου είναι τρία. Η διάσταση ενός χώρου είναι ακέραιος αριθµός,
µεγαλύτερος ή ίσος του µηδενός. Κάνοντας µια οδοντωτή γραµµή πάνω στο χαρ-
τί (είναι διάσταση (1) ένα) και γεµίζοντας όλο το χώρο, δηλαδή “πιάνοντας πε-
ρισσότερο χώρο” πάνω στο επίπεδο, πλησιάζουµε στη διάσταση δυο (2), αφού
η καµπύλη µας συστρέφεται και κάµπτεται και “γεµίζει” όλο το χώρο. Το χαρ-
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τί αυτό, αν το τσαλακώσουµε, οµοίως, δεν πιάνει περισσότερο χώρο από ένα
επίπεδο χαρτί; Όσο πιο τσαλακωµένο είναι το χαρτί, τόσο πιο κοντά πλησιάζουµε
στη διάσταση (3) τρία. Η δισδιάστατη “φύση” του επιπέδου συνίσταται στο σύ-
νολο των σηµείων του. Τι θα µπορούσαν όµως να πουν οι µαθηµατικοί για τη διά-
σταση του συνόλου του Cantor ή των καµπυλών των Koch και Peano; Οι βασι-
κές µαθηµατικές έννοιες για την “πολύ µακριά” καµπύλη του Peano, που ως
γραµµή έπρεπε να είναι µονοδιάστατη, είχαν χάσει το νόηµά τους πια και ενώ
στις αρχές του 19ου αιώνα τα µαθηµατικά είχαν γίνει το κατεξοχήν αναλυτικό και
λογικό αντικείµενο σπουδών (αιτιοκρατικό), στα τέλη του αιώνα έµοιαζε πε-
ρισσότερο µε θηριοτροφείο µαθηµατικών τεράτων. Κάπως έτσι ξεκίνησαν επα-
νάσταση στα µαθηµατικά µαθηµατικοί όπως οι George Cantor (1845-1918),
Giuseppe Peano (1858-1932), David Hilbert (1862-1943), Felix Hausdorff (1868-
1942), Helge Von Koch (1870-1924) και Waclaw Sierpinski (1882-1962), όταν
σχεδίασαν κάποιες καµπύλες οι οποίες, ως δηµιουργήµατά της, αρρωστηµένης
για πολλούς εκείνη την εποχή, φαντασίας τους ονοµάστηκαν “τέρατα” “ψυχω-
τικές” κ.τ.ό. Όµως αυτά τα µαθηµατικά τέρατα δεν ήταν τελικά παρά οι φύλα-
κες των σπηλαίων του Αλαντίν, που έκρυβαν καινούρια και υπέροχα µαθηµατι-
κά αντικείµενα. Η είσοδος δε σε αυτό τον κόσµο γινόταν µόνο µέσω των υπο-
λογιστών, οι οποίοι έγιναν τα εργαστήρια των αλγοριθµοκεντρικών µαθηµατι-
κών. Και οι ανακαλύψεις που έγιναν έτσι δυνατές προώθησαν, µε τη σειρά τους,
την αναλυτική σκέψη και οδήγησαν στην παραδοχή ότι τα “απλά” συστήµατα,
στα οποία ήταν συνηθισµένοι οι µαθηµατικοί, δεν ήταν παρά η κορυφή ενός
πραγµατικά γιγάντιου παγόβουνου.

Η φύση είναι πολύ πιο πολύπλοκη απ’ ό,τι την έχουν περιγράψει οι επιστή-
µονες. ∆εν υπάρχουν δύο όµοια δέντρα ούτε δύο όµοια σύννεφα, όπως δεν υπάρ-
χουν ούτε δύο ακτές, δύο έρηµοι, δύο γαλαξίες των οποίων η µορφή και οι δια-
στάσεις συµπίπτουν απόλυτα. Ο κόσµος γύρω µας παλεύει να αναπαραγάγει
την εικόνα του σε κάθε κλίµακα… ακόµη όµως και αν τα φύλλα ενός δέντρου µοι-
άζουν µε φωτοαντίγραφα του ίδιου φύλλου, στην πραγµατικότητα είναι διαφο-
ρετικά µεταξύ τους. Βέβαια, αν ήταν τελικά Ευκλείδεια η Γεωµετρία της φύσης,
θα ήταν πολύ εύκολο να αναπαραχθεί η πολυπλοκότητα κάθε τοπίου µε τη βοή-
θεια ευθειών, τριγώνων, κύβων, κώνων ή σφαιρών. Όµως τελικά τα πράγµατα
δεν είναι τόσο απλά!

Το 1961 ο Άγγλος µετεωρολόγος Lewis Richardson όταν επιχείρησε να µε-
τρήσει το µήκος διάφορων ακτογραµµών διαπίστωσε ότι, όποτε προσπαθούσε
να µετρήσει το µήκος µιας ακτογραµµής πάνω σε διαφορετικούς χάρτες µε αυ-
ξανόµενη λεπτοµέρεια, έφτανε κάποια στιγµή που έπρεπε να πάρει υπόψη του
µικρούς κολπίσκους, ρυάκια και χερσονήσους κ.τ.ό., στοιχεία που δεν λαµβά-
νονταν υπόψη σε πιο “τραχείς” χάρτες. Ο Benoit Mandelbrot (1924) µελέτησε
αργότερα την εργασία του Richardson και σε ένα κλασικό άρθρο του διατύπω-
σε το σατανικά περίπλοκο ερώτηµα «ποιο είναι τελικά το µήκος των ακτών της
Μ. Βρετανίας;». Άλλο µήκος θα πάρουµε κλιµακοποιώντας την εικόνα της χώ-
ρας από µια φωτογραφία δορυφόρου, άλλο από ένα χάρτη που έχει περισσότε-



ρες λεπτοµέρειες των ακτών, άλλο από ένα ναυτικό χάρτη, πόσο µάλλον σε µο-
ριακό ή ατοµικό επίπεδο… Το αναπάντεχο συµπέρασµα είναι ότι το µήκος αυ-
τό είναι άπειρο, χώρια που συνεχώς µεταβάλλεται µε τα διάφορα φυσικά φαι-
νόµενα! Η απάντηση που έδωσε ο Mandelbrot του χάρισε και τη φήµη. Απέ-
δειξε ότι από τη στιγµή που το µετρώµενο µήκος µεγαλώνει απεριόριστα όσο θα
προχωράµε σε µικρότερη κλίµακα (πιο αναλυτικά), δεν υπάρχει ξεκάθαρη απά-
ντηση στο ερώτηµα. Όµως είναι δυνατόν να ορίσουµε έναν αριθµό µεταξύ του
(1) ένα και του (2) δυο, ο οποίος θα χαρακτηρίζει την “οδόντωση” της ακτο-
γραµµής. Για τη βρετανική ακτή, ο αριθµός αυτός ισούται κατά προσέγγιση µε
το 1,58, ενώ για την πιο “άγρια” νορβηγική ακτή ισούται περίπου µε 1,70. Από
τη στιγµή που αποδεικνύεται ότι ο αριθµός αυτός έχει συγκεκριµένες ιδιότητες,
χαρακτηριστικές της διάστασης, ο Mandelbrot τον ονόµασε Fractal διάσταση.

Ένας ορισµός της διάστασης προκύπτει ως µέτρο για το σχετικό βαθµό πολ-
λαπλότητας και τραχύτητας ενός σχήµατος, ο οποίος σε καµία περίπτωση δεν
µπορεί να είναι µεγαλύτερος από την ευκλείδεια διάσταση του αντίστοιχου χώ-
ρου όπου βρίσκεται το σχήµα. Η διάσταση αυτή µπορεί να είναι µη ακέραιος
πραγµατικός αριθµός και ονοµάζεται Fractal (κλασµατική) διάσταση. Αυτή η
διάσταση είναι ένα σηµαντικότατο και πολλές φορές µετρήσιµο µέγεθος των
φυσικών συστηµάτων. Μπορούµε να την υπολογίσουµε και µέσω διάφορων θε-
ωρητικών µοντέλων.

Ο Μπενουά Μάντελµπροτ στο βιβλίο «Η Κλασµατοειδής Γεωµετρία της Φύ-
σης» λέει: «Γενικότερα, ισχυρίζοµαι ότι πολλά σχήµατα της Φύσης είναι τόσο
ακαθόριστα και κατακερµατισµένα που, αν τα συγκρίνουµε µε τα Ευκλείδεια,
βλέπουµε ότι η Φύση δεν είναι απλώς πιο πολύπλοκη, αλλά επιδεικνύει ένα εντε-
λώς άλλο επίπεδο πολυπλοκότητας. Το πλήθος των φυσικών σχηµάτων και µε-
γεθών είναι πρακτικά άπειρο. Η ύπαρξη αυτών των σχηµάτων µάς προκαλεί να
µελετήσουµε τις µορφές, που παρέλειψε ο Ευκλείδης θεωρώντας τις άµορφες,
να διερευνήσουµε τη µορφολογία του άµορφου. Η λέξη Φράκταλ (Fractal) προ-
έρχεται από το λατινικό Fractus και το ρήµα Frangere, που σηµαίνει “σπάζω”,
δηµιουργώ ακανόνιστα θραύσµατα. Είναι φυσικό να ταιριάζει µε τις ανάγκες µας
– το Fractus να σηµαίνει και τεµαχισµένος αλλά και ακανόνιστος. Είµαι σίγου-
ρος ότι οι επιστήµονες θα εκπλαγούν και θα χαρούν συνάµα ανακαλύπτοντας
ότι πολλά σχήµατα τώρα µπορούν να µελετηθούν µε τη δέουσα επιστηµονική
αυστηρότητα και ακρίβεια.»

Έτσι, λοιπόν, το όνοµα που έγινε συνώνυµο µε τον τοµέα της Fractal ή κλα-
σµατοειδούς γεωµετρίας είναι εκείνο του Γάλλου, πολωνικής καταγωγής µαθη-
µατικού B. Mandelbrot (1924-) καθηγητή σήµερα του Γέιλ και πρώην στελέχους
της Ι.Β.Μ. Το ενδιαφέρον του γι’ αυτό που αργότερα ονόµασε Fractals άρχισε
το 1951 κορυφώθηκε το 1977 µε το βιβλίο του “Η κλασµατοειδής γεωµετρία της
φύσης”, όπου συγκέντρωσε πολλά µαθηµατικά και φυσικά παραδείγµατα Fractals
και τα κατέστησε κοινό κτήµα των επιστηµόνων όλου του κόσµου. Το διανοητι-
κό αποκορύφωµα της φράκταλ γεωµετρίας του Mandelbrot ήταν η ανακάλυψη
µιας µαθηµατικής δοµής απίστευτης πολυπλοκότητας, η οποία όµως µπορεί να

«Μαθηµατικά, µια απ’ τις µείζονες δυνάµεις που γέννησαν το σύγχρονο κόσµο…» 147



148 Γεώργιος ∆. Καρατάσιος – Ελένη ∆αλακύρου

παραχθεί από µια απλούστατη επαναληπτική διαδικασία. Το σύνολο Mandelbrot
είναι µοναδικό και αποδεικνύεται ότι είναι συνδετικό. Αυτή η παράξενη φι-
γούρα είναι το πολυπλοκότερο µαθηµατικό αντικείµενο που έχει ποτέ κατα-
σκευαστεί και, παρόλο που οι κανόνες κατασκευής του είναι απλοί, η ποικιλο-
µορφία και ο πλούτος που παρουσιάζει είναι απίστευτα.

Με τη βοήθεια του υπολογιστή ο Μάντελµπροτ ήταν ο πρώτος που τύπωσε
αυτό το “σύνολο Μάντελµπροτ” (για την περίπτωση που το Ζ είναι µιγαδικός
αριθµός). Το σύνολο Μάντελµπροτ είναι πράγµατι ένα σύνολο αριθµών και η
αρχική µονόχρωµη εκτύπωσή του έδειξε σε µαύρο εκείνες τις τιµές του για τις
οποίες η επανάληψη δεν απέκλινε στο άπειρο – ήταν δηλαδή φραγµένη. Η απί-
στευτα λεπτή κατασκευή µε τις χαρακτηριστικά οδοντωτές εκβλαστήσεις να
απλώνονται σαν αστραπές αποκαλύφθηκε σιγά σιγά καθώς οι εκτυπωτές και οι
κάρτες γραφικών αποκτούσαν όλο και µεγαλύτερη ανάλυση. Αυτό το απλό σύ-
στηµα έδειχνε πολλά από τα χαρακτηριστικά που προσπαθούσε να συγκεντρώ-
σει ο Μάντελµπροτ. Η αυτο-οµοιότητα, που είναι τόσο χαρακτηριστική στα κλα-
σµατοειδή, γίνεται φανερή αν χρησιµοποιηθεί ένας υπολογιστής για να µεγε-
θυνθεί κάποιο µικρό µέρος τους, που τότε βλέπουµε ότι µοιάζει µε το όλο. Ένα
Fractal καθορίζεται από το γεγονός της αυτο-οµοιότητας, δηλαδή ότι ακόµη και
στην απείρως µεγάλη µεγέθυνσή του προκύπτει ένα όµοιο µε αυτό σχήµα. Το γε-
γονός αυτό εµπεριέχει την έννοια της αναδροµής –η κυριότερη διαδικασία που
ακολουθείται κατά τη δηµιουργία τέτοιων ειδών Fractals είναι η “ανάδραση” ή
“επανάληψη”–, οπότε ο υπολογιστής παίζει εδώ το ρόλο µιας απαραίτητης συ-
σκευής, όπως, για παράδειγµα, το µικροσκόπιο για τον γιατρό.

Έτσι φράκταλ θεωρείται, µε απλά λόγια, η ιδιότητα κάποιων στοιχείων του
χώρου να επαναλαµβάνονται µε όµοιο τρόπο από το µακρόκοσµο στο µικρόκο-
σµο. Αν και τα τεχνητά φράκταλ διαθέτουν άπειρες λεπτοµέρειες, υστερούν σε
λεπτότητα δοµής από τα αντίστοιχα φυσικά. Οι εγκέφαλοι των µικρών θηλαστι-
κών είναι σχετικά οµαλοί, ενώ τον ανθρώπων έχουν πάρα πολλές πτυχώσεις.
Πιστεύεται ότι ο ανθρώπινος εγκέφαλος έχει Fractal διάσταση κάπου ανάµεσα
στο 2,73 και το 2,79. Φράκταλ δοµές συναντώνται και στις µεµβράνες των κυτ-
τάρων του ήπατος. Τα ρινικά οστά του ελαφιού και της πολικής αλεπούς µεγι-
στοποιούν την οσφρητική ικανότητα αναπτύσσοντας τη µέγιστη δυνατή επιφά-
νεια σε µικρό όγκο!

Η έννοια της κλασµατικής διάστασης έγινε ένα πολύ ισχυρό εργαλείο για
την ανάλυση των φράκταλ σχηµάτων ή, όπως αλλιώς ονοµάζονται, των κλασµα-
τογενών συνόλων. Τα Fractals εµφανίζονται εκ του φυσικού στις εκφράσεις µα-
θηµατικών φαινοµένων, όπως στην πρόβλεψη καιρικών συστηµάτων και στην
αύξηση ή µείωση των πληθυσµών, σε κολλοειδή εναπόθετα καθώς και σε πολυ-
µερή ηλεκτροχηµικά µείγµατα και ενσωµατώσεις ελεγχόµενες από διάχυση. Φυ-
σικοί, οικονοµολόγοι, αστρονόµοι, βιολόγοι, ανατοµολόγοι, ηλεκτρονικοί µη-
χανικοί και γεωγράφοι ανακαλύπτουν πως αναρίθµητες διαφορετικές µορφές
µπορούν να χαρακτηριστούν από τις κλασµατικές διαστάσεις τους. Επίσης, µπο-
ρούν να χρησιµοποιηθούν στη γεωγραφία και κυρίως στις τηλεπικοινωνίες ως



µέσο συµπίεσης εικόνων για την µετάδοση και ανακατασκευή τους. Οτιδήποτε,
από τη ροή των ποταµών ως τις πτυχώσεις του ανθρώπινου εγκεφάλου και από
τη δοµή των γαλαξιών ως τους τρόπους θραύσης των µετάλλων, επιδέχεται το
φράκταλ µέτρο. Πρόκειται για µια θεωρία που έχει κυριεύσει όλους τους τοµείς
της επιστηµονικής έρευνας. Στη φύση είναι πλέον κοινή πεποίθηση των ειδικών
ότι τα πάντα είναι Fractals, διότι λείες γραµµές και επιφάνειες υπάρχουν µόνο
στον ιδεατό κόσµο των µαθηµατικών.

Με την βοήθεια των γραφικών και των Fractals είναι δυνατό να γίνουν πο-
λύ πιο ελκυστικά και να “ζωντανέψουν” πολλά από τα µαθήµατα που διδάσκο-
νται στα σχολεία. Μέσα από την οθόνη ενός υπολογιστή µπορούν να κατανοή-
σουν τα παιδιά τη δηµιουργία του ανθρώπινου πνεύµονα, τα αποτελέσµατα γε-
ωλογικών µετασχηµατισµών του φλοιού της γης καθώς και φαινοµένων διά-
βρωσης, αλλά και τα αιµοφόρα αγγεία ή τα νευρικά συστήµατα. Πρέπει να µά-
θουν τα παιδιά πως, αν θέλουµε να µιλήσουµε για σύννεφα, βουνά, ποτάµια, κε-
ραυνούς κ.ά., η γεωµετρική γλώσσα που χρησιµοποιούσαµε ως τώρα δεν είναι
πλέον επαρκής, µια που η φύση είναι εξαιρετικά πολύπλοκη, και µπορεί ο κορ-
µός ενός δέντρου να είναι λίγο-πολύ κυλινδρικός, η Γη, κατά προσέγγιση σφαι-
ρική, η τροχιά γύρω από τον ήλιο περίπου κυκλική, αλλά είναι καιρός να µπο-
ρούµε να περιγράψουµε και τα υπόλοιπα φυσικά φαινόµενα µε φορµαλιστικούς,
µαθηµατικούς όρους! Για παράδειγµα, οι επαναλαµβανόµενες διακλαδώσεις
των αιµοφόρων αγγείων πολλές φορές παρουσιάζουν τόσο µεγάλη αυτο-οµοιό-
τητα, ώστε συχνά δεν ξεχωρίζουν τα µέρη από το όλο. Η καταπληκτική αυτή
οµοιότητα εικόνων ήταν γνωστή για πολύ καιρό στον επιστηµονικό χώρο, όµως
πριν από τον Mandelbrot δεν υπήρχε µαθηµατική γλώσσα να την περιγράψει!

(Η συνέχεια του άρθρου θα δηµοσιευτεί στο επόµενο τεύχος)
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